UNIFR — département de mathématiques 14 Mars 2018

PROBABILITES
Exercices

Exercice 1.

(a) Inégalité de Kolmogorov: Soient (X,),>1 des v.a. réelles dans L? indépendantes
telles que E(X,) = 0. pour tout n Posons Sy = ZnNzl X,. Montrer que, pour tout
e >0,

P( max [S,| > ¢) <—Z\/ar

1<n<N
Indication: Pour n < N, poser A, = {|S,| > € mais |S,,| < € pour tout m < n}. Ob-

server que {max;<,<y |S,| > €} = | |\, A,, que A, est indépendant de X, 41, ..., Xy
et que

N
Z (S314).

(b) Supposons en plus que >, -, Var(X,) < oco. Montrer que Sy converge p.s.
Indication: En utilisant I'inégalité précédente pour max,,>y |S,, — Sn|; montrer que la
suite (Sy)n>1 est p.s. de Cauchy.

Exercice 2.
Soit X un v.a. réele positive. Montrer que

]E(X)—/too]P(th)dt et IE(XZ)—/:Z%IP’(th)dt. (0.1)

=0

Indication: utiliser la formule E(X?) = [ P dux(u) ou px est la loi de X.

Exercice 3 (Autre preuve de la LGN).
Soient (X,,),>1 des v.a. & valeurs dans [0, +00), deux & deux indépendantes, identiquement
distribuées et dans L'. Notons p = E(X;) et Sy = X1+ -+ Xy. Le but est de monter que
%S N — [ D.S..
Posons, pour chaque n > 1, Y,, = min{X,,,n}.
(a) Monter que, avec probabilité 1, il existe au plus un nombre fini de n tels que Y;, # X,.
Indication: utiliser (0.1) et le lemme de Borel Cantelli.

(b) Posons Ty = Y1 +---+Yx. Monter que %TN SN 1 si et seulement si %SN LGN IL.
N—o0 N—o0



Le but de reste de 'exercice est donc de montrer que %TN NPL) L.
—00

(¢) Soit aw > 1. Montrer que pour tout € > 0,

ZPOTLa E(Tjar))| > 604'“> <° y~ Vo).

(1 —a2)e m2
E>1 m=1

Indication: utiliser I'inégalité de Tchebychev et un changement d’ordre de sommation.

(d) En utilisant (0.1) et le théoréme de Fubini, montrer que

]
5
=

IA

WE
=
sjw

m=1 m=1

Indication: ca peut étre utile d’observer que, pour ¢t > 1, Zm>t % < fs i1 512 ds = ﬁ

(e) Conclure que =T k) m 78

(f) Déduire que lim supy_, ., NTN < au p.s. et liminfy_ o NTN < éu p.s..
Indication: Borner Ty en fonction de 2T}, et —grrT| i+, ou k = |log, N|.

(g) Conclure.

(h) En traitant séparement la partie positive et la partie négative, se débarasser de ’hypostése
de positivité des X,,.

Notation: |x| représente la partie entiére de z. Remplacez |oF| par simplement o pour
alleger les notations.



